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zakladné charakteristiky

@ Stochasticky proces

@ Ddlezita dloha v aplikovanej matematike, fyzike a financidch

e Tvori zdklad niektorych procesov (pohybov) ako si
geometricky Brownov pohyb, modely trokovych sadzieb a
niektoré modely zaloZené na stochastickej volatilite

@ Oznacujeme ho ako W, resp W; (hodnota v &ase t)

@ V niektorych literattrach je mozné sa streniit s oznatenim Z
alebo B
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o Zakladné charakteristiky Wienerovho procesu
Wo=0

epre0<s<t
Wt—WSNN(O,t—S)

Wt ~ N(O, t)
@ Strednd hodnota: E(W;) =0

e Rozptyl: VAR(W,) = E(W?) — E(W,)? =t
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@ Hustota pravdepodobnosti:

w2 = e )

@ Distribu€na funkcia:

th(X) =

X

Fu(x) = % /exp<— Zi) dq = ;[1 " erf<\/x27>]
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Zmena hodnoty W,

@ Pre lepsie pochopenie zmien v stochastickych procesoch st
ddlezité nasledovné vztahy:

@ pre zmenu v Case t plati pre W: AW = Wiiar — W,

e Z predchadzajicich vztahov tak plati:

E[AW,] =0
VAR[AW;] = At
VAR[AW;] = E[(AW,)?] — E[AW,]? = E[(AW;)?] = At
E[[AW,].[AW]] =0
e Ak uvaZujeme o tom, Ze At — 0 tak plati:
AW, = dW;
(dW;)? = dt
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o AW = VAte; e ~ N(0; 1)
(] Wt = \/AtE?:]_ﬁi; n = ﬁ

Obr.: Simuldcia Wienerovho procesu, At = 10071
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wit)

Obr.: stredna hodnota W; a nasobky smerodajnej odchylky

d=E[W]=0

a = E[W] +20[W:] = 2Vt g = E[Wi] — 20[Wi] = -2Vt
b= E[W;] + 1.650[W;] = 1.65V/t || f = —1.650[W;] = —1.65\/t
c=E[W]+o[W] =t e = E[W;] — o[W]= —/t
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Vyzitie ltoovej lemy a |téov proces

@ SliZi na najdenie diferencidlu funkcie u(X,t) stochastického
procesu

e VyuZiva Taylorov rozvoj a vztahy platiace pre Wienerov proces

@ Prva znamejsia aplikdcia - odovdenie Black Scholesovho
modelu

e Predpoklad: Majme funkciu u(X, t), pritom je to nendhodnd
spojita funkcia so spojitymi parcidlnymi derivaciami podla X a
t. X sa riadi [téovym procesom:

dX = a(X, t)dt + b(X, t)dW;
@ Stochasticky proces

Yt = U()(t7 t)
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dX = a(X, t)dt + b(X, t)dW,

e a(X,t) a b(X,t) sa oznaduju aj ako adapted processes

@ pokial sti a(X,t) a b(X,t) kon$tanty tak hovorime o
vieobecnom Wienerovom procese alebo Brownovom pohybe

@ vyraz a(X,t) predstavuje drift procesu -deterministickd zlozku

@ vyraz b(X,t) predstavuje koeficient ku stochastickej zlozke
procesu - ide napriklad o volatilitu

v pripade, Ze dX = adt + bdW,, tak Y = [dX = X
v pripade, ze %X = adt + bdW,, tak Y = [ &XdX = In(X)
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Itéova lema

Diferencial stoch. procesu

@ podla Taylorovho rozvoja vieme vyjadrit diferencidl funkcie
u(X,t) (funkcia &asu a X) resp. Y :

ou ou
AY = —A —AX
ar St T ox ANt

1 [ 0%u ,  0%u 5 0%u
o dX prepieme na:

AX = a(X, t)At + b(X, t) AW
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Odvodenie Itoovej lemy

@ Prepisant rovnicu dX dosddzame do dY
o pre (AX)? plati:

(a(X, t)At)? + b(X, t)2.(AW,)? + 2a(X, t)b(X, t) At.AW,;

o vzhladom na to, 7e At — 0, tak mdZeme vyrazy s At, (At)?
zanedbat

@ znamena to, Ze vyrazzy z Taylorovho rozvoja :
2 s v !
28‘27‘;((At)(AX) a %(At)2 vypadni a €ast (AX)?
nahradime b(X, t)?dt pretoze (dW;)? = dt

o diferencidl Y teda vieme vyjadrit ako:

ou Ou 10%u 5 ou
dy = <a(X, Dox tar toaxz Xt >dt+b(X, )5, AW
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Geometricky Brownov pohyb

Vyuzitie a zakladné charakteristiky

@ GBP je vhodny na aplikaciu do financii
@ Modelovanie cien akcii a komodit
@ Vychodisko pre Black Scholesov model

e GBP vieme vyjadrit ako:

ds
— = pdt + odW;

S
@ alebo:
dS = pSdt + o SdW;
@ Stochasticky proces Y je tu definovany ako:

Y = u(S) = In(S)
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Itoova lema pre GBP

@ Dosadenim GBP do vieobecnej rovnice du vyjadrebne;j
pomocou Itdovej lemy dostdvame:

ou Ou 10%u

ou
_ ou  ou 2 2 ou
du—(,uSaS—i—at—i-za S0 >dt+aSanWt

@ Na vyjadrenie du potrebujeme parcidlne derivacie funkcie u:
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vyuZitie a zakladné charakteristiky

Geometricky Brownov pohyb it lleme [ (EEl

re ST a vlastnosti rozdelenia St

@ Dosadenim parcidlnych derivacii do du dostdvame:

(st (21 e22 1
du-<u55+2< 52>Sa>dt+055th

@ Zjednodugenin dostdvame vztah vyplyvajici z du :

1
du = d(In(S)) = <,,L — 2#) dt + odW;
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Geometricky Brownov pohyb

rovnica pre St a vlastnosti rozdelenia St

@ Integrovanim rovnice vyplyvajiicej z du sa vieme dopracovat
ku cene S v &ase T (S7):

T T T
/dln(S) = / (u— ;#) dt—i—/ath
0 0 0

1 1
In(S7)—In(So) = (M_202) T— (u+202th> O-+o(Wr—Wp)

1
/nﬁ: p—=c?dW, | T + oWy
So 2

St = Soexp<<,u - ;&) T+ JWT)
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@ Strednd hodnota St
E[ST] = Soexp(uT)
@ Rozptyl St
VAR[ST] = SZexp(2uT)exp((c°T) — 1)

e Hustota pravdepodobnosti pre In(ST):

Vorol T 202T
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ladné charakteristiky

Geometricky Brownov pohyb pre GBP

rovnica pre St a vlastnosti rozdelenia St
Simulacie

@ pre In(ST) teda plati:
In(S So) — (p — 7102 T,0°T
T) ~ N /n( 0) ( > ) 5

@ St sa tak d4 popisat lognormdlnym rozdelenim
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vyuZitie a zakladné charakteristiky

Itéova lema pre GBP

rovnica pre St a vlastnosti rozdelenia St
Simul3cie

Geometricky Brownov pohyb

Simulacie
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Obr.: Simuldcia GBP, At = 25271, o = 0.3, Sg = 100
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Marko Lali¢ Z3kladné stochastické procesy vo financiach



Ornstein Uhlenbeck proces
stochasticka volatilita

Mean reverting procesy

@ SliZia na modelovanie stochastického procesu, ktory ma
tendenciu sa vracat k svojmu priemeru

@ Aplikicia vo fyzike, matematike ale aj vo financiach

@ Poutzitie vo financidch: modelovanie velié¢in ktoré majud
tendenciu sa vracat k svoju priemeru -napriklad tirokové
sadzby, volatilita, akciovy trh v uréitych podmienkach

o taktiez vyuZivaji Wienerov proces
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Ornstein Uhlenbeck proces

@ Proces, ktory mézeme napisat ako:
dXt = )\(0[ — Xt)dt + Uth

@ pre parametre procesu plati « € R,A > 0
@ )\ urluje tzv. speed of reversion - rychlost akou sa vracia
proces k svojej priemrnej hodnote «

vt

odchylenie od prlemeru
o zakladné charakteristiky

T

xT =+ (xo — a)exp(—At) + U/exp —t))dW;
0
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Ornstein Uhlenbeck proces
stochasticka volatilita

Mean reverting procesy

@ Strednd hodnota a rozptyl

Elxt] = a+ (x0 — a)exp(—AT)

0.2
VAR[xr] = 2= (1 — exp(—2AT))

o Vyuzitie :Vasickov model modelovanie trokovych sadzieb, x;
predstavuje trokové sadzby a « je priemernd hodnota
trokovych sadzieb
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Ornstein Uhlenbeck proces
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Simulacia

0,055

0,035

0,025 -

Obr.: Simulacia Ornstein Uhlenbeck-ovho procesu pre rozne A, xg = 0.04,
o =0.3, At =252"1
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Stochasticka volatilita

e Na finan&nych trhoch je mozné vidiet, Ze volatilita sa méze
menit - napr. v zavislosti od stavu na trhu

@ napriklad akciovy trh - pri rasticom trende volatilita klesa,
resp. sa udrZuje na niz3ej trovni, pri poklesoch a korekcidch
volatilita rastie (behaviordlna zlozka)

@ existuje viacero modelov stochastickej volatility - zna&nd &ast
z nich ma charakter mean reverting procesu

@ dévodom pouZitia je spravanie sa volatility - nesprdva sa tak
ako napr. cena akcii, ktord méze rast niekolkondsobne- m3
charakter vracat sa k priemernym hodnotdm

@ ak by bola volatilita modelovana prostrednictvom
geometrického Brownovho pohybu tak by jej hodnoty mohli
odletiet velmi vysoko na dlhé obdobie

@ vyuZitie : ocefiovanie opcii a modelovanie volatility smile-u
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Ornstein Uhlenbeck proces
stochasticka volatilita

Mean reverting procesy

proces popisujtci stochastickd volatilitu, modeluje sa vSak
rozptyl:

dve = ANV — vp)dt + &v] dW!
v je priemerny rozptyl, £ volatilita volatility a A je speed
reversion podobne ako u Ornstein Uhlenbeckovho procesu,

modely sa liSia koeficientom ~ : Hestonov model v = 0.5, 3-2
model v = 1.5, Steinov model v = 0,

ceny aktiva potom modelujeme ako dS; = uSdt + \/Vt.SthS
medzi dW,\°' a dW}> je korelacia p a teda plati:

dW° = pdW;? + /1 — p2dW;

dW/ je nezdvislé na Ziadnom procese
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Ornstein Uhlenbeck proces
stochasticka volatilita
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Porovnanie Ornstein Uhlenbeck-ovho procesu a
Hestonovho modelu

0,055
v(t)

0,05

0,045

0,04

0,035

0,03
Ornstein Uhlenbeck  ----- v

Obr.: Simulacia Ornstein Uhlenbeck-ovho procesu Hestonovho modelu
pre rozptyl A=0.25, vy = 0.04, 0 = £ = 0.3, At = 252!
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Stochastické procesy mézeme vyuZit v roznych sférach financii

hlavna oblast st finanéné trhy

GBP je vhodny na modelovanie cien akcii a komodit, mean
reverting procesy na modelovanie trokovych sadzieb alebo
volatility

vieme prostrednictvom simuldcie takto testovat rézne
investiné stratégie (opcie, hedging..) v réznych situdcidch na
trhu
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